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Opgave 1. Vi betragter fjerdegradspolynomiet P : C → C givet ved

∀ z ∈ C : P (z) = z4 + 3z2 − 4.

Desuden betragter vi differentialligningerne

(∗) d4x

dt4
+ 3

d2x

dt2
− 4x = 0

og

(∗∗) d4x

dt4
+ 3

d2x

dt2
− 4x = 100et.

(1) Bestem rødderne i fjerdegradspolynomiet P .

(2) Bestem den fuldstændige løsning til differentialligningen (∗).
(3) Bestem den fuldstændige løsning til differentialligningen (∗∗).
(4) Løs differentialligningen

d6y

dt6
+ 3

d4y

dt4
− 4

d2y

dt2
= 0.

(5) Lad a, b ∈ R. Vis, at differentialligningen

d4x

dt4
+ a

d2x

dt2
+ bx = 0

ikke er globalt asymptotisk stabil for nogen a, b ∈ R.



(6) Lad a, b ∈ R. Vis, at differentialligningen

d5x

dt5
+ a

d3x

dt3
+ b

dx

dt
= 0

ikke er globalt asymptotisk stabil for nogen a, b ∈ R.

Opgave 2. Vi betragter differentialligningssystemerne

($)

{
dx
dt

= 7x + 2y
dy
dt

= 2x + 7y

og

($$)

{
dx
dt

= 7x + 2y + 45
dy
dt

= 2x + 7y + 90
.

(1) Bestem den fuldstændige løsning til differentialligningssystemet ($).

(2) Bestem den specielle løsning (x̃, ỹ) = (x̃(t), ỹ(t)) til ($), s̊aledes at
betingelsen (x̃(0), ỹ(0)) = (2, 10) er opfyldt.

(3) Bestem den fuldstændige løsning til differentialligningssystemet ($$).

Opgave 3. Vi betragter vektorfunktionen f : R2 → R2 givet ved

∀ (x, y) ∈ R2 : f(x, y) =
( x

1 + x2 + y2
,

y

1 + x2 + y2

)
.

(1) Vis, at vektorfunktionen f har præcis et fikspunkt, og bestem dette
fikspunkt.

(2) Vis, at
∀ (x, y) ∈ R2 : ‖f(x, y)‖ ≤ ‖(x, y)‖.

(3) Bestem mængden

A = {(x, y) ∈ R2 | ‖f(x, y)‖ = ‖(x, y)‖}.

(4) Vis, at mængden

K = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1 ∧ x ≥ 0}

er kompakt og konveks.



(5) Vis, at mængden

f(K) = {(u, v) ∈ R2 | ∃(x, y) ∈ K : (u, v) = f(x, y)}

er kompakt, og vis, at f(K) ⊆ K.

(6) Bestem Jacobimatricen (funktionalmatricen) Df(x, y) for vektorfunk-
tionen f i et vilk̊arligt punkt (x, y) ∈ R2.

(7) Bestem determinanten detDf(x, y) for Jacobimatricen Df(x, y) i et
vilk̊arligt punkt (x, y) ∈ R2.

Opgave 4. Vi betragter funktionen F : R3 → R givet ved

∀ (t, x, y) ∈ R3 : F (t, x, y) = x +
1

2
ety2.

Desuden betragter vi funktionalen

I(x) =
∫ 1

0

(
x +

1

2
et

(dx

dt

)2)
dt.

(1) Vis, at for ethvert fastholdt t ∈ R er F en konveks funktion i (x, y) p̊a
hele R2.

(2) Bestem den funktion x∗ = x∗(t), der minimerer funktionalen I(x), idet
randværdibetingelserne x∗(0) = −1 og x∗(1) = 5− 2e−1 er opfyldt.


